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En este trabajo, se presenta el diseño y aplicación de una propuesta de 
enseñanza en el marco de la enseñanza para la comprensión. La propuesta tuvo 
como objetivo, fortalecer el proceso de comunicación matemática en los 
estudiantes, situándolos en el contexto de la criptografía y particularmente en la 
técnica de cifrado de Lester Hill. Para esto, fue necesario abordar algunos tópicos 
de álgebra matricial y de aritmética modular. Se aplicó en un grupo de 9 estudiantes 
del grado décimo del Colegio San Ignacio de Loyola de Medellín. 
 
 El análisis de los resultados mostró que los estudiantes lograron mayores 
niveles de comprensión con respecto a una prueba diagnóstica inicial, y estos 
niveles más altos de comprensión se perciben a partir de los avances que 
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In this paper, we present the design and application of a teaching proposal in the 
context of teaching for understanding. The purpose of the proposal was to strengthen the 
process of mathematical communication in students, placing them in the context of 
cryptography and particularly in Lester Hill's encryption technique. For this, it was 
necessary to address some topics of matrix algebra and modular arithmetic. It was applied 
in a group of 9 students of the tenth grade of the School San Ignacio de Loyola of Medellín. 
 
Analysis of the results showed that students achieved higher levels of 
comprehension with respect to an initial diagnostic test, and these higher levels of 
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Este trabajo presenta una propuesta de enseñanza que busca fortalecer el 
proceso de comunicación matemática en los estudiantes, vinculando conceptos de 
álgebra de matrices y aritmética modular, ubicados en el contexto de la criptografía. 
 
La propuesta se fundamenta en la enseñanza para la comprensión (EPC) y 
en un aspecto puntual de la criptografía, la técnica de cifrado de Lester Hill y es 
llevada a cabo con un grupo de nueve estudiantes de grado décimo del colegio san 
Ignacio de Loyola de Medellín, quienes han sido elegidos por su inclinación hacia 
las matemáticas y haber participado antes de procesos de formación 
complementarios, al participar de olimpiadas de matemáticas representando al 
colegio en varias ocasiones. 
 
La comprensión de los conceptos abordados en la propuesta y los procesos de 
comunicación llevados a cabo por los estudiantes, están en estrecha relación, pues 
sólo puede comunicar de manera clara y acertada una idea, quien comprende a 
cabalidad aquello que quiere expresar. 
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Inicialmente, se presentan las problemáticas que, según diversos autores, 
tienen los estudiantes en lo concerniente a la comunicación matemática, en 
conjunto con algunas de sus apreciaciones a cerca de las dificultades que 
mencionan. Posteriormente se plantea una pregunta que orienta el trabajo, que 
vincula la comunicación matemática con algunos tópicos relacionados con el 
álgebra de matrices y la aritmética modular, y que constituyen los tópicos centrales 





1. DISEÑO TEORICO 
 
1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA    
 
1.1.1 DESCRIPCIÓN DEL PROBLEMA    
 
 
Una de las dificultades que presenta la enseñanza del álgebra en la 
secundaria, es el privilegio que tienen los procesos algorítmicos u operativos, 
porque durante mucho tiempo ha ganado terreno la necesidad del cálculo mental, 
y la manipulación de expresiones algebraicas. El resultado de asumir la enseñanza 
desde esta posición es que los estudiantes no muestran habilidades en otros 
aspectos más allá de lo algorítmico y otros procesos importantes como lo es el de 
comunicación matemática, queda relegado, de modo tal, que pocos estudiantes 
pueden comunicarse adecuadamente en términos matemáticos y tienen 
dificultades para acceder a textos y enunciados matemáticos. 
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En este punto estamos en condiciones de afirmar que en esencia la 
matemática es un lenguaje y así lo es el álgebra, y desde esta visión debería 
considerarse en la enseñanza. Por lo tanto, deben adquirir protagonismo 
estrategias que fortalezcan el dominio de los conceptos, la sintaxis o correcta 
escritura de los enunciados matemáticos y algebraicos puntualmente. 
 
El concepto de estructura es fundamental para lograr una enseñanza del 
álgebra más enfocada en lo concerniente al lenguaje, esto se percibe 
fundamentalmente en la llamada álgebra moderna, que se distancia un poco de los 
procedimientos algorítmicos que caracterizan al álgebra usual que se lleva a las 
aulas de clase en secundaria. El álgebra moderna se sitúa más en el plano de lo 
formal, y por esta razón exige mayor dominio conceptual de los estudiantes.   
 
Entender el álgebra desde este punto de vista posibilita la comprensión y la 
adquisición de los procesos tanto en ejercicios de rutina como en los problemas, 
ayuda a ver estos procesos como partes que componen un todo, una estructura 
que no se altera, aunque puedan variar los problemas. Puesto en otras palabras, 
ayuda a visualizar algo esencial en las matemáticas, a saber, el concepto de 
estructura, la idea de lo invariante, aquello que subyace o cimienta otras ideas 
subordinadas. 
 
Cuando se comprende realmente el significado de la factorización, entonces 






que sea comprendida por un estudiante, este debe estar en capacidad de resolver 
los problemas que se adapten a esta estructura, es decir, un conjunto de 
elementos, en este caso polinomios y las operaciones que se pueden establecer 
entre ellos, con las propiedades que satisfacen. Sin embargo, la noción de 
estructura va más allá en el álgebra, y se estudian las operaciones en determinados 
conjuntos y las propiedades que cumplen. 
 
1.1.2 FORMULACIÓN DE LA PREGUNTA   
 
De lo expuesto anteriormente, acerca del foco de la enseñanza sobre lo 
algorítmico, y el poco énfasis puesto en lo conceptual y en el proceso de 
comunicación, se hace necesario preguntarse por: ¿Qué aportes en cuanto al 
proceso de comunicación matemática, genera la enseñanza del álgebra en la 
básica, a partir de la estructura de grupo considerada en el contexto de la 
criptografía?  
1.2 JUSTIFICACIÓN   
 
Uno de los reclamos que la educación superior hace a la enseñanza básica, 
es la poca preparación en ciencias básicas con la que llegan a la universidad, y 
este es uno de los aspectos que mayor deserción genera en los primeros dos 
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semestres en carreras que involucran materias de ciencias exactas y naturales, así 
en las noticias que publica la universidad nacional encontramos, según Días A. 
(2009) “Entre las principales acciones dirigidas hacia los factores académicos se 
ha promovido la introducción de programas de orientación profesional; de tutoría; 
talleres de nivelación y mejoramiento de competencias básicas”  
 
No obstante, muchos estudiantes exhiben niveles de destreza en lo 
algorítmico, hay una deuda en el plano de lo conceptual que les cuesta cuando se 
enfrentan a situaciones que requieren mayor dominio de las ideas, parece entonces 
que la  habilidad para desarrollar cálculos que ostentan algunos estudiantes no está 
siempre relacionada en proporción directa con su dominio de los conceptos y su 
habilidad en el proceso de comunicación matemática, que en últimas, es el 
posibilita acceder a enunciados matemáticos, y por tanto lograr mayor 
independencia en el estudio autodidacta de la disciplina como tal, además que 
genera mejores resultados en cuanto a la expresión oral y escrita de ideas 
matemáticas. Ha y que ver como leen los estudiantes el teorema de Pitágoras en 
una clase para ver los errores en que incurren muchos al intentar expresar lo que 
éste significa, o hay que mirar como ante preguntas sobre porque es o no valido 
determinado procedimiento que con frecuencia llevan a cabo, no tienen una 
explicación en la que demuestren comprensión o dominio sobre tales procederes. 
 
Lo que se propone en este trabajo, es aportar al proceso de comunicación 






Lester Hill fundamentada en la enseñanza para la comprensión y conceptos 
básicos de aritmética modular y álgebra de matrices. (EPC)  
 
Esto de paso dará sentido a los conocimientos adquiridos situándolos en 
uno de los campos de aplicación de las matemáticas menos explorados en el aula, 
pero con gran demanda fuera de ella. Aquí se establece de paso una relación 
directa entre las matemáticas y el lenguaje, en tanto se cifrarán mensajes utilizando 
la técnica de cifrado de Lester Hill, que codifica el alfabeto utilizando el grupo de 
los enteros módulo n y algunos conceptos de álgebra de matrices. 
 
Además, se pretende que los estudiantes perciban la integración de tópicos 
que usualmente se enseñan por separado, pero que en este caso se conjugan 
gracias a la inclusión del contexto de la criptografía, dando así respuesta a uno de 
los reclamos que la enseñanza de las matemáticas recibe, al ser enseñada de 
manera que los estudiantes la perciben como fragmentada, y esto hace que no 
logren relacionar temáticas que aprenden dentro de la misma área o con su 
contexto. 
 
En síntesis, este trabajo presenta algunas posibilidades en la enseñanza 
que la inclusión de contenidos de álgebra moderna traería en la secundaria, en este 
caso, la enseñanza de la estructura de grupo, particularizada para los enteros 
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módulo n, y aplicada en el contexto puntual de la criptografía, con el propósito de 



























1.3 OBJETIVOS    
1.3.1 Objetivo general    
 
Diseñar una propuesta de enseñanza que vincule el álgebra de matrices y 
el grupo de los enteros Módulo n, bajo el enfoque de enseñanza para la compresión 
para el fortalecimiento del proceso comunicación matemática en un grupo de 9 
estudiantes de grado 10 del colegio San Ignacio de Loyola de Medellín. 
1.3.2 Objetivos específicos    
 
 Identificar las fortalezas y dificultades de los estudiantes con respecto al 
proceso de comunicación matemática, mediante una actividad de 
diagnóstico a cerca de conceptos básicos de algebra lineal y aritmética 
modular.  
 Indagar por el nivel de apropiación del proceso de comunicación 
matemática, analizando los resultados de cada pregunta de la prueba 
diagnóstica. 
 Diseñar desempeños de comprensión y actividades, que promuevan el 
fortalecimiento del proceso de comunicación matemática. 
 Evaluar la propuesta a partir de los avances de los estudiantes, comparando 
sus resultados con las observaciones de la prueba diagnóstica.  
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1.4 MARCO REFERENCIAL 
 
1.4.1 Referente de antecedentes 
 
 
Es menester estudiar otras miradas sobre las relaciones que se tejen entre 
las matemáticas y el lenguaje, dada la naturaleza de este trabajo, que versa 
precisamente sobre las relaciones entre la matemática y el lenguaje, para plantear 
estrategias de enseñanza que fortalezcan el proceso de comunicación matemática. 
Las otras miradas nos permiten saber los caminos ya recorridos y los resultados 
logrados, la actualidad del problema a abordar y su pertinencia.  
 
El lenguaje resulta un elemento esencial en todos los contextos y las 
sociedades en los que se desarrolla y enriquece, de hecho, las sociedades mejor 
desarrolladas tienen un factor común, lenguajes más sofisticados. El lenguaje 
puede ser entendido como un sistema de signos en un contexto concreto, que 
permite el aprendizaje de diversos saberes y conocimientos. Teniendo en cuenta 
que las matemáticas son en sí mismas un lenguaje, y cuando digo esto no puedo 
más que recordar las palabras de Sagan (1982): “hay un lenguaje común para 
todas las civilizaciones técnicas, por muy diferentes que sean, y este es el de la 
ciencia en general y el de las matemáticas en particular” (p. 366). La razón está en 






podemos asegurar que si las matemáticas son consideradas como un lenguaje en 
el cual se expresan las ciencias, el álgebra como rama de las matemáticas hereda 
esta cualidad de lenguaje, aspecto que han estudiado diversos autores como 
Adriana Rabino, Patricia Cuello y Mario de Munno quienes nos muestran problemas 
de álgebra que se convierten en puentes estratégicos entre lo concreto y lo 
abstracto. 
 
En las investigaciones revisadas, se nota que existen problemas de 
aprendizaje en términos del lenguaje algebraico, esto es, los estudiantes en 
diferentes ámbitos tanto de carácter formal como informal, se desenvuelven con 
cierta fluidez al utilizar su lenguaje cotidiano, no obstante, si se trata de emplear un 
lenguaje matemático de carácter formal, no se evidencian habilidades o dominio 
del lenguaje matemático más elemental, por esta razón cabe preguntarse por 
estrategias de enseñanza que permitan encarar este problema de la falta de 
dominio del lenguaje matemático y en particular del lenguaje algebraico.  
 
En el artículo llamado a manera de pregunta ¿Cómo piensan los alumnos 
entre1 6 y 20 años el infinito?  Garbín (2008) estudia elementos como la influencia 
de los modelos, las representaciones y los lenguajes matemáticos, abordándolos 
desde estructuras cognitivas, en busca de desarrollar una madurez matemática en 
los estudiantes, que contribuya que algunos esquemas lógicos se consoliden.  
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También arrojan algo de luz sobre este asunto, Kieran & Yague (1987) en el 
artículo: “el aprendizaje del álgebra desde una perspectiva psicológica” abordan 
algunos elementos concernientes al aprendizaje, los procesos y la variedad de 
respuestas que los estudiantes presentan ante situaciones iguales. 
 
Del mismo modo, Esquinas Sancho (2008) en su texto “dificultades de 
aprendizaje del lenguaje algebraico: del símbolo a la formalización algebraica: 
aplicación a la práctica docente” demuestra que en general existe una escasa 
comprensión del lenguaje matemático de los estudiantes, lo que está en relación 
directa con los problemas de aprendizaje de las matemáticas y es además una de 
las causas por las que las personas dejan la escuela. 
 
Autores como Puig (2008) y Cerdán (1989, 1990) han presentado 
propuestas para llevar al aula de una manera más adecuada el lenguaje 
matemático, y seleccionan situaciones matemáticas que presentan precisamente 
dificultades desde el lenguaje para ser abordadas, estudiando detenidamente la 
manera en que estas situaciones tanto algebraicas como aritméticas se presentan. 
 
Wittgenstein (1922) decía que no se puede pensar sin lenguaje, pues los 
límites de nuestro mundo son los límites de nuestro lenguaje. Cruz (2007): “El 
hombre tiene el impulso de embestir contra los límites del lenguaje. Ahí hunde sus 
raíces en el filosofar. Una y otra vez el hombre intenta ir más allá del lenguaje, decir 







El cambio de la aritmética al algebra implica para los estudiantes el ingreso 
a otro universo de las matemáticas, otro modo de pensar y por lo tanto demandan 
un nuevo lenguaje más abarcante que el requerido para su estudio previo de la 
aritmética y muchos docentes parecen no hacer conciencia de esto y tratan el 
álgebra como una generalización de la aritmética, sin embargo, el álgebra es más 
que eso, y resulta crucial la concepción que el maestro tenga del álgebra a la hora 
de enseñarla. 
 
Con respecto a este aspecto, Serres (2008), publica un trabajo llamado 
“Ejercicios, Problemas y Modelos en la enseñanza del Álgebra” donde básicamente 
nos invita a entender el álgebra de una manera diferente, no casi de manera 
exclusiva como una línea de las matemáticas cuyo propósito es generalizar la 
aritmética, sino como un nuevo campo que genera cambios importantísimos en la 
manera de pensar de los estudiantes. 
 
Teniendo presente el punto de vista anterior, Serres (2008) dice que 
necesariamente debe haber dos momentos asociados a los procesos de 
enseñanza; la generalización debe ocupar el centro del primer momento, mientras 
que el foco debe ponerse sobre la simbolización en el segundo momento.  
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Sin embargo, ambos momentos deben estar en dirección del sentido, del 
significado que el estudiante debe darles a las “letras”, que lo conduzcan a 
reconocer estructuras matemáticas específicas.  
 
La matemática puede presentarse como lenguaje, en tanto su estructura 
posee una sintaxis formal, entonces el maestro debe preguntarse qué tanto exhibe 
en sus clases este aspecto de la matemática asociado al lenguaje, y además 
plantearse estrategias de enseñanza cuya base sea el lenguaje y no sólo lo 
algorítmico. Duval (2005) sostiene, por ejemplo, que, si no se cuenta con por lo 
menos dos maneras de representar o expresar un contenido matemático, maneras 
que él denomina registros de representación o registros semióticos, entonces no 
parece posible comprender tal contenido. 
 
En el año 2005, El profesor Vasco, fue director de una tesis doctoral 
presentada por Dora Inés Calderón, que trataba sobre las ideas previas o 
concepciones que los estudiantes de los semestres iniciales de licenciatura en 
matemáticas tienen sobre la argumentación, las formas discursivas y los roles en 
la comunicación de lo matemático en el aula, esto en la primera parte de la tesis, 
pues luego el trabajo fue enfocado en un diseño didáctico que pretendía desarrollar 
competencias argumentativas en matemáticas y geometría en general. 
 
También en el año 2005, el profesor Vasco estuvo encargado de dirigir la 






semióticos vinculados al desarrollo de razonamientos argumentativos en la 
producción de conocimiento geométrico en ámbitos escolares. 
 
1.4.2 Referente teórico    
 
Si algo han dejado claro los antecedentes de este trabajo, es que existe una 
problemática en cuanto a las habilidades comunicativas en el campo de las 
matemáticas de los estudiantes en general, y hay propuestas interesantes desde 
la semántica y la pragmática adaptada a la comunicación matemática para abordar 
esta problemática. Desde la semántica se estudian los signos en los enunciados 
matemáticos y desde pragmática se considera el contexto de dichos enunciados, 
de manera que como sostiene Faustino (2013), Del Pozo (2013) y Arrocha  (2013) 
la solución de problemas y la comprensión de los conceptos y fenómenos 
matemáticos está estrechamente relacionado al desarrollo de la interpretación de 
los enunciados desde los signos y desde el contexto.  
 
La elección de la temática de estructuras para esta propuesta de enseñanza 
estriba en que posibilita que el estudiante se enfrente más con lo simbólico, con los 
signos, las operaciones abstractas y sus propiedades y no ponga la mirada 
únicamente en lo algorítmico que puede aprenderse siguiendo patrones y 
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regularidades sin necesariamente exigir el dominio de los signos, los símbolos y 
las representaciones matemáticas que fortalezcan su proceso de comunicación. 
 
Para el desarrollo de una propuesta de enseñanza del álgebra enfocada en 
el proceso de comunicación matemática, a partir del concepto de estructuras 
algebraicas, particularmente de la estructura grupo en relación con los enteros 
modulo n, es necesario asumir como maestro una postura sobre la enseñanza que 
abarque las pretensiones de esta propuesta. 
 
La preparación de una clase es todo un arte según lo manifiesta el profesor 
Roth (1970) muy citado siempre que se habla de asuntos de planeación de la 
enseñanza. En términos de este autor es fundamental la relación del maestro con 
el objeto de enseñanza, no sólo desde el dominio de la temática que debe ser muy 
bueno, sino también desde el vínculo y el gusto que pueda evidenciar ante el 
aprendiz por el objeto de enseñanza, puesto que este vínculo es leído por el 
aprendiz. El maestro debe ir necesariamente a las fuentes primarias del objeto de 
enseñanza y no sólo leer las interpretaciones que otros han hecho del objeto, pues 
debe desarrollar su propia interpretación. En este trabajo el álgebra moderna, que 
es la rama de la matemática que se ocupa de las estructuras algebraicas, se elige 







Se toma como metodología para la propuesta de enseñanza el proyecto 
Cero1, que emergió alrededor de 1967, con el ánimo de mejorar la educación en 
las áreas de ciencias y matemáticas, pero que pronto se extendió a las artes y las 
humanidades. La línea en la que se circunscribe este trabajo se conoce como 
enseñanza para la comprensión (EPC) y la razón principal para esta elección se 
explica a continuación. 
 
1.4.3 La enseñanza para la comprensión (EPC) 
 
La apuesta principal de esta propuesta de enseñanza del álgebra es la 
comprensión, entendida en el marco de la enseñanza para la comprensión (EPC). 
En 1994, Perkins y Blythe, escribieron en “Putting Understanding up – front” los 
profesores saben muy bien que con frecuencia sus estudiantes son comprenden 
conceptos clave como deberían hacerlo. La investigación confirma dicha 
percepción. Varios estudios han documentado la falta de comprensión de los 
estudiantes a cerca de ideas clave en matemáticas y en ciencias y de su visión 
parroquial a cerca de la historia o de su tendencia a reducir complejas obras 
literarias a estereotipos, etc. 
                                               
 
1 El proyecto zero constituye un grupo de investigación de Harvard Graduate School of Edication, 
que se ha preocupado por el proceso de aprendizaje tanto en niños como en adultos desde 1967. 
Se centra hoy en aumentar la comprensión a profundidad de los estudiantes en cada disciplina, 
apostándole a la autonomía y la reflexión del sujeto. 
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La comprensión desde Perkins (1994) y Blythe (1994) es asumida de una 
manera muy seria e implica que el estudiante no sólo de cuenta de que sabe el 
contenido de una temática determinada, como normalmente se verifica en los test 
o pruebas de las asignaturas, sino que según Perkins: “La comprensión implica 
poder realizar una variedad de tareas que demuestran la comprensión de un tema. 
Nosotros llamamos a estas acciones “actividades de comprensión” (1994, p. 3). 
 
Para distinguir las actividades de rutina de las actividades de comprensión, 
es necesario saber que las últimas deben siempre llevar al estudiante más allá de 
lo que ya sabe, por tanto, muchas actividades rutinarias no constituyen 
esencialmente actividades de comprensión. 
 
Un ejemplo usual sobre la comprensión, utilizado por el mimo Perkins en 
algunas ocasiones, para establecer que un estudiante realmente comprende,  es 
pensar en el caso de la física clásica, donde no podríamos estar seguros si un 
estudiante comprende, sólo porque puede aplicar ecuaciones a problemas 
rutinarios de libros de texto, sino que a ello deberíamos agregarle la capacidad del 
estudiante para hallar ejemplos en su vida diaria, como dar respuesta a preguntas 
como por qué deben tener el tamaño que tienen los delanteros de futbol americano 
(para que la inercia sea mayor) y si además, el estudiante genera hipótesis que 
ilustran teorías, y piensa utilizando las leyes de Newton de manera efectiva para 






dichas leyes, podría decirse con mayor seguridad que el estudiante comprende la 
física clásica. 
 
Para lograr que los estudiantes comprendan, estos autores desarrollaron un 
marco de 4 elementos, a saber, los hilos conductores, las metas de comprensión, 
los desempeños de comprensión y la valoración continua.  
 
1.4.3.1 Los hilos conductores. 
 
Suelen ser definidos en el marco de la EPC como las grandes preguntas que 
orientan el aprendizaje de la disciplina a largo plazo, un ejemplo de ellos, son las 
preguntas que por ejemplo se plantean los experimentos que se desarrollan en 
diferentes disciplinas y que han posibilitado investigaciones importantes. Por 
ejemplo, podríamos citar aquí unos de los experimentos más famosos de la física 
que pretendía medir la velocidad relativa de la tierra con respecto al éter, Michelson 
y Morley no obstante, terminaron por descartar la existencia del éter al no poder 
determinar efectos de este sobre la tierra, demostrando que la luz realmente se 
propagaba a través del vacío y el medio etéreo que habían postulado físicos 
anteriores, realmente no era necesario. Esto permitió profundizar mucho más en la 
naturaleza de la luz y abrió nuevos horizontes a la física. Los hilos conductores 
constan de otra parte conocida como metas de comprensión, que se explica a 
continuación. 
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1.4.3.2. Las metas de comprensión 
 
Las metas de comprensión son entendidas como objetivos o propósitos que 
se establecen de manera explícita a los estudiantes, y van centrados en los 
conocimientos que el maestro espera que ellos comprendan. Estas metas deben 
enfocarse en los métodos y propósitos de las disciplinas mismas. Existe una 
ventaja de expresar las metas a los estudiantes, y es que éstos pueden ver sentido 
a lo que hacen o se les solicita hacer, es que los procesos de enseñanza no lucen 
arbitrarios ante los estudiantes, sino que éstos le ven sentido. Para no confundir 
las metas de comprensión, con los objetivos que un maestro que no está bajo el 
enfoque de EPC, es clave redactarlas, según la sugerencia de los autores de EPC, 
como sigue: “los estudiantes desarrollaran comprensión a sobre…” 
 
Uno de los objetivos comunes que se traza un maestro que no está inmerso 
en el enfoque de EPC, es, por ejemplo, que los estudiantes diferencien los casos 
de factorización en álgebra, lo cual es muy importante para desenvolverse ante 
ejercicios de rutina, como encontrar los factores de un polinomio dado o la 
simplificación de expresiones algebraicas. Pero si no está claro en el objetivo, por 
qué debe hacer esto el estudiante, o qué se espera que comprenda realmente al 






objetivo constituye una meta de comprensión, sino que es apenas una actividad 
rutinaria. 
 
1.4.3.3. Tópicos generativos  
 
 
Un segundo elemento en el marco de la EPC son los tópicos generativos, 
que se refieren a conceptos o a ideas disciplinares, sobre los que se quiere que los 
estudiantes desarrollen comprensión. 
 
Su característica esencial es que permiten establecer vínculos al interior de 
la propia disciplina, con otras disciplinas o con el contexto y los intereses de los 
estudiantes, y esta es la razón por la que se les llama tópicos generativos, por la 
posibilidad de generar puentes con otras áreas y explorar los caminos que 
emergen. Aquí el maestro debe preguntarse sobre lo más importante que quiere 
que comprendan los estudiantes, de manera que puedan tener un pensamiento 
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1.4.3.4. Los desempeños de comprensión 
 
A los desempeños de comprensión, se les da el papel central en el marco 
de la EPC, en tanto que se les considera el eje del aprendizaje. Son definidos como 
acciones específicas que se acompañan de procesos de reflexión. En el proyecto 
Cero los investigadores en el libro pequeños aprendices, grandes comprensores, 
expresan que es inútil la acción que carece de reflexión, pues no aporta a la 
comprensión. Una acción que no requiera mayor reflexión, se considera una 
actividad, pero si las acciones tienen el ingrediente mágico de la reflexión, entonces 
si pueden ser consideradas desempeños de comprensión. 
 
Es conveniente señalar para evitar confusiones, una diferencia entre los 
desempeños de comprensión y las metas de comprensión. Los desempeños de 
comprensión aluden a lo que los estudiantes hacen, y las metas en cambio, se 
refieren al por qué de lo que hacen o deben hacer, nos especifican cual es la 
comprensión esperada que los estudiantes desarrollaran al final de los 
desempeños de comprensión. En este punto, el maestro debe diseñar los 
desempeños con cuidado para que motiven al estudiante al vincularlos con su 
contexto o intereses, y se establecen de manera secuencial en tres etapas claras, 
que son la exploración, la investigación guiada y los proyectos finales de síntesis. 
 
En la primera fase, se pretende que el aprendiz, establezca una relación 






muy vastos, de modo que se enganche la mayor cantidad de estudiantes posible, 
lo que establece una diferencia con la segunda fase, dado que, en la investigación 
guiada, lo que se pretende es delimitar el objetivo de las metas de comprensión, 
de tal manera que la atención se centre en las experiencias que posibiliten el 
aprendizaje y la construcción de conocimientos a través de experimentar procesos. 
 
En el proyecto final de síntesis, última de las etapas, lo que el maestro debe 
buscar, es que el estudiante vea con claridad lo que éste quiere que conozca y 
haga, de tal manera que su comprensión pueda ser demostrada al final del proceso. 
 
1.4.3.5.  La valoración continua 
 
 
Constituye el proceso de observar, de situar la mirada sobre los desempeños 
de comprensión para verificar que tanto están comprendiendo los estudiantes, y si 
es necesario hacer una retro alimentación adecuada que mejore su comprensión. 
Deben tenerse en cuenta en la retro alimentación, la reflexión y la crítica 
constructiva sobre las comprensiones o vacíos que se observan en los estudiantes. 
 
Es necesario aclarar que la valoración continua no hace referencia a tets o 
pruebas que el estudiante deba desarrollar, aunque si éstas están diseñadas de 
manera adecuada, es decir, de modo que los estudiantes requieran usar lo 
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aprendido de forma creativa o novedosa y en contextos incluso diferentes, 
entonces estas pruebas se constituyen en desempeños de comprensión, que 
permiten observar o valorar la comprensión de los estudiantes. Como se ve, existe 
entonces una estrecha relación entre los desempeños de comprensión y la 
valoración continua. 
 
A manera de resumen, se presentan dos cuadros sobre la enseñanza para 













 Ilustración 2. Fuente: Fuente: Leymonie 2006 
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1.5. Referente disciplinar    
 
Antes de hablar de los conceptos clave que constituyen la propuesta de 
enseñanza de este trabajo, es importante situar históricamente su emergencia en 
el universo de las matemáticas, por eso se hablará del protagonista de las ideas 
que conforman lo que hoy llamamos algebra moderna o álgebra abstracta. 
 
Si a un matemático debe otorgársele el premio de padre de la teoría de 
grupos, ese es entonces Évariste Galois (1811-1832) el cual es entonces la fuente 
originaria que según las recomendaciones del Roth (1970) habría que revisar si el 
objeto de enseñanza son los grupos y estructuras algebraicas. Como sostiene 
Rzedowski: “se atribuye a Galois el haber usado por primera vez la palabra grupo 
con su sentido matemático actual, en el contexto de grupo de permutaciones de 
raíces de un polinomio” (2011, p. 123).  
 
El joven Galois, apareció en una época en la que los horizontes del algebra 
fueron  puestos por matemáticos italianos como Tartaglia, Cardano y Del Ferro que 
estaban en la búsqueda de soluciones generales para ecuaciones de grado mayor 
que cuatro, en las que no tuvieron éxito, hasta la aparición en el panorama 
matemático de Abel (1802-1829), que probó apoyado en estudios previos de 






radicales para ecuaciones de grado mayor que cuatro, de manera que la línea que 
seguía el álgebra se cerró y las investigaciones tomaron otro curso. 
 
Surgió entonces una pregunta más difícil aún, establecer las condiciones para 
una ecuación para que fuera resoluble por radicales, es decir, mediante 
transformaciones algunas ecuaciones podían convertirse en ecuaciones de grado 
cuatro o menor y por tanto se podían resolver. En este contexto aparece toda la 
magnitud de Évariste Galois, quien estableció conceptos nuevos para el estudio de 
dichas condiciones, el concepto de grupo y el concepto de irreductibilidad de un 
polinomio en un cuero.  
 
Es así como emergieron las ideas más relevantes del algebra moderna, 
aunque hay que decir que las ideas de Galois no fueron tenidas en cuenta 
rápidamente, en parte porque no fue comprendida su obra por sus 
contemporáneos, así que pasaron varios años para que los matemáticos lograran 
asimilar su trabajo y le dieran la importancia que tenía. Eso puede evidenciarse en 
la respuesta que recibió al enviar su trabajo a la academia de ciencias de París, 
según Rascon (2009): 
 
Hemos hecho todo esfuerzo para entender las demostraciones del 
Sr. Galois. Su argumento no es lo suficientemente claro ni lo 
suficientemente desarrollado de tal manera que nos permita juzgar 
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su rigor; ni siquiera es posible para nosotros darnos una idea sobre 
este artículo. 
 
Galois amplio el lenguaje matemático existente, y para ponerlo en términos 
de Wittgenstein, al ampliar el lenguaje, desplazó los límites del mundo matemático 
y nos puso a todos a mirar nuevos horizontes de posibilidades, nuevos campos 
vastos de estudio con aplicaciones futuras insospechadas en su época. Al respecto 
Tapia (2011) nos muestra como intervienen los avances de Galois en las 
comunicaciones digitales y en la seguridad informática a través de la teoría de 
códigos lineales, por ejemplo. 
 
Una vez hecho este rápido barrido por los orígenes históricos del algebra 
moderna, se pasa a hablar de los conceptos y la manera en que serán tenidos en 
cuenta en esta propuesta de enseñanza del algebra en la media. 
 
Uno de los textos clásicos para un curso de álgebra moderna es el libro de 
Herstein (1980), del cual se tomarán los conceptos principales y se adaptarán 
según los intereses de este trabajo. El primer concepto que tomamos es el de 
grupo: 
 
Se dice que un conjunto no vacío G es un grupo si en él hay definida una operación 
dígase * tal que: 






B. 𝐷𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 
C. 𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜 𝑒, 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟 𝑞𝑢𝑒  𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑎 ∈ 𝐺 
D. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑎 ∈ 𝐺 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑏 ∈ 𝐺 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒 
 
En resumen, el literal A se refiere a la propiedad clausurativa, el B a la 
asociativa, el de a la propiedad modulativa y D a la invertiva. Se dirá además que 
un grupo es conmutativo o abeliano si además cumple que: 
𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 𝑠𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 
Esto es la propiedad conmutativa. 
 
Estos conceptos en beneficio del lenguaje serán presentados de manera 
formal a los estudiantes, pero serán presentados en diferentes contextos, de 
manera que exista la posibilidad de relacionarlos con diversas situaciones y se 
pueda generar un mayor grado de comprensión. Se reducirá luego el trabajo al 
grupo de los enteros módulo n. También se vincularán al álgebra lineal, en 
particular las operaciones de adición y multiplicación de matrices, poniendo el foco 
sobre las propiedades de estas operaciones, en especial sobre las condiciones de 
existencia de la matriz inversa bajo la multiplicación, y cómo encontrarla en caso 
de que exista, pues esto abonará el terreno para poner estos tópicos de grupos y 
álgebra lineal en el contexto de la criptografía, que servirá de enganche para los 
estudiantes. 
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Finalmente, la criptografía como contexto de este trabajo, es el arte de 
escribir de manera críptica o cifrada, de manera que sólo el destinatario conozca la 
clave para descifrar o desencriptar el mensaje para que no exista la posibilidad de 
que otros accedan al contenido del mensaje si llegaran a recibirlo. 
 
Hay numerosas técnicas para cifrar o encriptar mensajes, y en este trabajo 
de eligió la técnica de cifrado de Lester Hill, debido a que utiliza los conceptos 
elegidos para trabajar con los estudiantes, a saber, algebra matricial y el grupo de 
los enteros módulo n. 
 
1.6. Referente legal  
 
A continuación, presentamos un cuadro resumen de las leyes que soportan este trabajo: 
 
 Ley  Texto de la ley Relación con el trabajo 
Ley 115 de febrero 8 de 1994 
Articulo 1 
Objeto de la ley. La educación 
es un proceso de formación 
permanente, personal, cultural y 
social que se fundamenta en una 
concepción integral de la 
persona humana, de su 
dignidad, de sus derechos y de 
sus deberes. 
El colegio san Ignacio concibe al 
estudiante en todas las 
dimensiones de la persona y 






Estándares básicos de 
competencias en matemáticas 
(2006, P 54) 
La dimensión de las formas de 
expresión y comunicación es 
constitutiva de la comprensión 
de las matemáticas. 
El MEN establece como uno de 
los procesemos de la formación 
matemática la comunicación. 
Plan integrado de área 
Matemáticas (PIA) 2016 
Hacer seguimiento para el 
desarrollo del proceso de 
comunicación matemática, a 
través de los grados de 
escolaridad, exige promover 
didácticamente en los 
estudiantes la articulación de las 
nociones del lenguaje informal e 
intuitivo con el lenguaje abstracto 
y simbólico de las matemáticas, 
para que expresen sus ideas y 
procedimientos matemáticos 
utilizando diferentes formas de 
representación 
El plan de área de matemáticas 
del colegio san Ignacio le da un 
alto valor a la comunicación y a 
las representaciones para que el 
estudiante exprese sus ideas y 
procedimientos matemáticos. 
Tabla 1. Normograma elaboración propia 
1.7. Referente espacial    
 
El colegio san Ignacio de Loyola sección mayores está ubicado en la ciudad 
de Medellín en la calle 48 No 68-98, en una zona central aledaña al estadio 
Atanasio Girardot y otras zonas deportivas. 
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El colegio fue fundado en 1885 por la compañía de Jesús (comunidad de 
sacerdotes jesuitas), es un colegio de tradición en la ciudad que trabaja siempre 
por el mejoramiento continuo, y ha obtenido varios premios a la excelencia 
educativa, entre los que destaca: mejor institución educativa privada 2007, por la 
secretaria de educación de Medellín. 
 
La propuesta educativa del colegio se centra en el proceso continua, 
permanente y participativo en pro de desarrollar armónica y coherentemente cada 
una de las dimensiones del ser humano, esto es, la ética, espiritual, cognitiva, 
afectiva, comunicativa, estética, corporal y socio política. A esto se le conoce como 
formación integral y se propone llegar a ella desde el currículo, no sólo entendido 
como el plan de estudios, sino como la posibilidad de integrar la participación de 
toda la comunidad educativa.  
 
Hay cuatro pilares de la propuesta educativa esenciales, el primero es la 
visión ignaciana que tiene que ver con la forma específica de entender el mundo, 
la sociedad la persona y la realidad a transformar, el segundo nos habla del 
enfoque personalizado, esto es, la atención está centrada en la persona del 
estudiante, la pedagogía ignaciana es el tercer pilar, y consiste en la interaccione 
de cinco momentos que llevan al estudiante a implicarse de mente, corazón y 
acción en su proceso de formación, y por último esta la gestión al estilo ignaciano, 
es decir, toda acción formativa se hace con visión de futuro, trabajo en equipo, 







Se finaliza diciendo que esta propuesta está dirigida a estudiantes de la 
básica secundaria del grado décimo que habiendo cursado ya el grado octavo 
hicieron un acercamiento inicial al álgebra en la secundaria, aunque vale decir se 
afirma esto porque es allí donde el curso de matemáticas recibe el nombre de 






2. DISEÑO METODOLÓGICO  
 
2.1. Paradigma cualitativo   
 
Este trabajo se enmarca en el paradigma cualitativo, puesto que permite, a 
diferencia del paradigma cuantitativo, estudiar contextos complejos abriendo 
posibilidades de interpretación más amplias. El paradigma cualitativo nos permite 
además no sólo responder a la pregunta por el qué de un fenómeno, sino 
adentrarnos en el cómo, hacer interpretaciones más ricas y tener, por lo tanto, 
conclusiones más diversas. No es extraño entonces que este paradigma sea el 
más utilizado en investigaciones educativas, y apelando a esta tradición, se 
sustenta también la elección del enfoque cualitativo. 
 
Hay una buena diversidad de métodos en cuanto a la investigación educativa 
de enfoque cualitativo, y esta diversidad es otro motivo por el que se elige este 
enfoque. Se puede optar por un estudio de carácter etnográfico, interpretativo, 
fenomenológico, biográfico, entre otros. Y en todos los casos es posible para el 
investigador obtener información del fenómeno que se propone investigar a través 
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no solo de la observación distante, sino también de la participación, lo que marca 
una diferencia con el enfoque cuantitativo propio de las ciencias naturales donde la 
observación no contempla la posibilidad de la participación del investigador en el 
fenómeno de estudio. 
 
Finalmente, es un hecho que la investigación en humanidades tiene un 
enfoque y metodología distintos a la investigación en las ciencias naturales, y los 
métodos de las áreas humanas permiten tratar la información de una manera 
holística desde lo cualitativo que permite interpretaciones que, en la investigación 
cuantitativa, donde a los datos generalmente obtenidos experimentalmente de 
manera empírica, se les da un tratamiento estadístico, para extrapolar en busca 
modelos matemáticos. 
 
2.2. Estudio de caso   
 
El método elegido para orientar este trabajo es el estudio de caso, el cual se 
enmarca dentro de la etnografía que permite estudiar personas o grupos durante 
un periodo de tiempo definido, a través de la observación participante, dicho de otro 
modo, y de acuerdo con Sturman:  “el estudio de caso es la manera de nombrar la 
investigación de un individuo, un grupo seleccionado de una población o incluso un 
fenómeno” (1988, p. 61).  
 




Es necesario recolectar información en un estudio de caso, para ello es útil 
la perspectiva de Montero & León (2002), quienes hablan de 5 pasos necesarios 
para llevar a cabo un estudio de caso, a saber: Seleccionar y definir el caso de 
estudio, elaborar una lista adecuada de preguntas, localizar fuentes apropiadas de 
datos, analizar e interpretar la información obtenida y elaborar un informe. 
 
2.3. Instrumentos de recolección de información 
 
La actividad diagnóstica inicial, se constituye en el primer instrumento de 
recolección de información, que permitirá hacer un sondeo a partir del análisis de 
las respuestas, que procesos de comunicación matemática llevan a cabo los 
estudiantes y donde presentan mayores dificultades de comprensión y por lo tanto 
de expresión a la hora de responder las preguntas. 
 
A partir de lo anterior, se diseñarán las actividades y desempeños de 
comprensión que se constituyen en otro instrumento para recolectar información, y 
que permitirán comparar una vez llevados a cabo por los estudiantes, sus 
progresos con respecto a la actividad diagnóstica inicial.   
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3. PROPUESTA DE ENSEÑANZA 
 
La propuesta de enseñanza se presenta a los estudiantes con el nombre de 
“algebra matricial y aritmética modular en el criptosistema de Lester Hill, el cual 
según Reyes (2013) es el caso más general de los cifrados en bloque y fue 
inventado por Lester S. Hill en 1929 utilizando el anillo de matrices sobre un anillo 
R. 
 
La propuesta se diseñó bajo el enfoque de enseñanza para la comprensión, 
con el propósito de que los estudiantes comprendan mejor los procesos de 
comunicación matemática. Para ello, fue necesario desarrollar correctamente los 
desempeños de comprensión, como lo establece Duval (2004) cuando liga 
directamente las formas diversas de expresión y representación de los estudiantes 
en matemáticas con la comprensión de las mismas. 
 
La aplicación de la propuesta se llevó a cabo con un grupo de 9 estudiantes 
de grado décimo del colegio san Ignacio de Loyola de Medellín, quienes han 
representado al colegio en eventos de olimpiadas de matemáticas de diversas 
universidades y por lo que han recibido formación complementaria en tópicos de 
álgebra lineal y aritmética modular. Los estudiantes se dividieron se tres equipos 
de tres estudiantes cada uno, y durante 5 sesiones de trabajo de 90 minutos cada 
una desarrollaron la propuesta. 
 




En la primera sesión, se realizó un diagnóstico, en la segunda se presentó 
una parte de la película “el código enigma” como motivación a la propuesta y se 
hizo el conversatorio sobre ella, quedando asignado un documental 
complementario de la película. Las sesiones restantes, fueron dedicadas a 
desarrollar por equipos los desempeños de comprensión que comprende la 
propuesta de enseñanza. 
3.1. Elementos de la propuesta de enseñanza   
3.1.1. Hilos conductores   
 
¿Qué es la criptografía y qué papel ha jugado la matemática en contextos 
de espionaje como la segunda guerra mundial, e incluso en la guerra fría? 
 
¿En qué consiste la técnica de cifrado de Lester Hill, y cuáles son las 
condiciones necesarias para cifrar y descifrar mensajes utilizando esta técnica? 
 
3.1.2. Tópicos generativos asociados 
 
La utilización de la técnica de cifrado de Lester Hill, permite abordar varios 
tópicos matemáticos, entre los que destacan. 
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• Grupo de los enteros módulo n. 
• Matriz  
• Determinante de una matriz 
• Producto de matrices. 
• Inversa de una matriz. 
• Sistemas de ecuaciones lineales. 
 
3.1.3.  Meta de comprensión. 
 
Los estudiantes desarrollaran comprensión a cerca de lo que es la 
criptografía, y comprenderán mejor los conceptos matemáticos descriptos en los 
tópicos generativos, utilizando adecuadamente el lenguaje matemático, 
demostrando así mayor dominio del proceso de comunicación matemática. 
 
La comprensión de estos temas permite entonces, un acercamiento a la 









3.1.4. Proyecto final de síntesis  
 
El proyecto consta de una situación problema que sigue el siguiente 
esquema: Inicialmente se presenta una actividad de motivación o enganche, tal 
como lo sugiere el enfoque de enseñanza para la comprensión, luego se sugiere 
un documental para ampliar la película y posteriormente se presenta un apartado 
llamado exploración o investigación guiada, nombre tomado también de lo que 
sugiere la EPC, y que pretende que los estudiantes comprendan la técnica de 
cifrado de Lester Hill, para poder enfrentar  los desempeños de comprensión, que 
aparecen después de que se informa a los estudiantes la meta de comprensión.  
 
Finalmente se informa a cerca de unos porcentajes de valoración que se 
hará de manera continua, distribuidos según cada desempeño de comprensión 
establecido, además de una sugerencia para que los estudiantes amplíen el tema 
de la criptografía aplicada a las imágenes digitales. 
 
3.1.4.1 Actividad de motivación o enganche para los estudiantes 
 
Antes de iniciar con preguntas concretas, se propone la película “el código 
enigma”, para situarnos en el contexto de la criptografía y su aplicación directa en 
la segunda guerra mundial, que se dice duró dos años menos de lo esperado, 
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salvándose así miles de vidas, y esto gracias a las contribuciones del matemático 
Alan Turing, que diseñó una máquina que descifraba los mensajes cifrados 
interceptados a los alemanes. 
 
Ilustración 1. Película. Fuente: https://lamula.pe/media/uploads/61828929-2833-45ef-9702-537131ce58d0.jpg 
 
El propósito es hacer seguimiento en la película a los conceptos e ideas 
matemáticas que emerjan, e identificar el papel que jugó Alan Turing en el 
desarrollo del primer modelo de computadora, que en un principio tuvo grandes 
problemas para cumplir su objetivo de descifrar los mensajes alemanes y que 
aspecto clave permitió finalmente que esto fuera posible. Al final de la película 
habrá un conversatorio a cerca de la misma. 












The Imitation Game (titulada Descifrando Enigma en España y El código Enigma en 
Hispanoamérica) es un biopic bélico (género de biografía bélica) brito-
estadounidense, con cierto suspenso de 2014 sobre el matemático, criptoanalista y 
pionero científico de la computación británico Alan Turing. Turing fue una figura clave 
en el descifrado de los códigos de la máquina Enigma de la Alemania Nazi, lo que 
ayudó a la victoria de los aliados en la Segunda Guerra Mundial; y que más tarde fue 
procesado penalmente por su homosexualidad. Está protagonizada por Benedict 
Cumberbatch como Turing y dirigida por Morten Tyldum con guion de Graham Moore, 
basado en la biografía de Alan Turing titulada The Enigma, de Andrew Hodges. 
 
Se sugiere también, ver el documental:  
 
Ilustración 2. Documental. Fuente: https://i.ytimg.com/vi/4N4FOkivkwY/hqdefault.jpg 
Este documental amplía lo presentado en la película y le da un enfoque más realista, propio 
del formato documental, soportado con fechas y eventos puntuales verificados por diversos 
historiadores especialistas en la segunda guerra mundial y matemáticos que también 
participan del documental.  
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3.1.4.2. Exploración e investigación guiada. 
 
A continuación, se describe como cifrar mensajes utilizando la técnica de Lester 
Hill: 
 
Considere el cuadro 
 
Ilustración 3. Alfabeto numerado 
 
Suponga que es un agente secreto y debe enviar el mensaje “OBJETIVO 
OK” al departamento de inteligencia de su país, pero sabe que existe el riesgo de 
que éste sea interceptado por el enemigo. Entonces, se propone encriptar el 
mensaje utilizando una matriz A, tal que al multiplicarla por grupos de letras o 
símbolos asociados a algún número de 0 a 28, Transforme aquellos en otras letras 
o símbolos, de manera que el mensaje quede cifrado, como se explica a 
continuación: 
 
Note que la frase: OBJETIVO OK, se corresponde a la cadena de números: 
O    B   J    E    T      I     V      O     O     K 
14 - 1 - 9 – 4 – 19 – 8 – 21 – 14 – 14 – 10 




Si elegimos grupos de dos números en la cadena numérica, y construimos vectores 
obtenemos: 
 𝑂𝐵 → (14
1
);     𝐽𝐸 → (1
9
);      𝑇𝐼 → (19
8
);      𝑉𝑂 → (21
14




Ahora, dado que elegimos agrupar de a dos letras, se necesita una matriz 
cuadrada 2x2 que llamaremos llave, que al multiplicar los vectores construidos 
anteriormente por ésta y expresar el vector resultante en módulo 29, nos cifrará la 
frase OBJETIVO OK. 
























El vector obtenido, corresponde en nuestro cuadro a las letras BT, por lo 
tanto, hemos cifrado con este procedimiento la primera pareja de letras: 
 
OB→ 𝐵𝑇 
Al repetir el procedimiento, obtenemos el cifrado completo de la frase: 
“OBJETIVO OK” 
Nótese que la expresión:   
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Significa que el vector de la izquierda se reduce a módulo 29 para obtener el vector 
de la derecha. 
 
3.1.5 Desempeños de comprensión.  
 
• Conversatorio a cerca de la película, orientado hacia los conceptos o elementos 
matemáticos identificados en la película, y que papel jugó en la segunda guerra 
mundial la matemática.  
• Complete el cifrado de la frase utilizando el procedimiento descrito 
anteriormente mediante la matriz llave dada. 
• ¿Cómo podría quien recibe el mensaje cifrado, comprender su significado?  
Diseñe paso a paso un método para descifrar el mensaje una vez recibido por 
el departamento de inteligencia, conociendo la matriz A dada que el agente ha 
utilizado para cifrar el mensaje, y emplee una notación adecuada. 
• Ponga a prueba el procedimiento diseñado para desencriptar el mensaje, 
tomando el mensaje cifrado y volviendo al mensaje original a partir del 
procedimiento diseñado. 
• Se dice que la técnica de cifrado de Lester Hill, es vulnerable a un ataque con 
texto claro conocido, esto es, si se conoce una parte del texto cifrado y a que 




texto descifrado corresponde, entonces es posible emplear métodos 
matemáticos para descifrar cualquier otro mensaje cifrado. 





Y logra establecer que este mensaje corresponde al texto sin cifrar: 
 
Y luego le informan que se ha cifrado utilizando una matriz llave 3x3. 
Diseñe un método para descubrir la matriz de cifrado y determine a partir de ella 
como descifrar cualquier otro mensaje interceptado. 
3.1.6. Valoración continua. 
 
Se valorarán cada una de las actividades propuestas, con ponderaciones de 
acuerdo con su nivel de dificultad, pues algunas de ellas están diseñadas con un 
grado de complejidad, tal que se requiera una mayor comprensión para poder 
responder por lo que se solicita en ellas. 
 
1. (10%) 
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En cada actividad se tendrá en cuenta la claridad de los procedimientos y la 
escritura correcta de los conceptos e ideas matemáticas utilizadas. 
 
3.1.7. Ampliación  
 
Indague por otras técnicas (al menos dos) de cifrado y descifrado más seguras y 
de cuenta de ellas en un resumen. 
 
Averiguar también como es el proceso para cifrar una imagen digital y preparar 







4.1. Actividad de diagnóstico inicial 
 
La actividad diagnóstica inicial, se aplicó en un grupo de 9 estudiantes de 
grado décimo del colegio San Ignacio de Loyola, que tuvieron la oportunidad de 
hacer algunos cursos de profundización en tópicos asociados al álgebra lineal y a 
la aritmética modular en un nivel elemental. Igualmente participaron en olimpiadas 
matemáticas y se han preparado estudiando algunas temáticas que no 
necesariamente se encuentran en el currículo de matemáticas oficial sugerido por 
el Ministerio de Educación Nacional para la educación media. 
 
A continuación, se presentan algunas preguntas acerca de operaciones con 
matrices y aritmética modular, en las que se pretende indagar por la comprensión 
conceptual y el dominio del proceso de comunicación matemática, asociado a estos 
tópicos. Para su desarrollo, se conformarán tres equipos de tres estudiantes de 
manera libre. El cuestionario se divide en dos partes; la primera de ella consta de 
cuatro preguntas sobre álgebra lineal y la segunda consta de cuatro preguntas 
sobre aritmética modular. 
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4.1.1. Análisis de resultados del diagnóstico 
 
A continuación, se presenta algunas de las respuestas dadas por los 
estudiantes al diagnóstico inicial (ver anexo 9). Para efectos de guardar la 
confidencialidad se codificaron las respuestas de la siguiente manera: 
 
PXPYEZ (pregunta número X, parte Y, equipo Z) Esto es, una imagen 
rotulada como  P2P1E3, significa que hace referencia a la pregunta 2 de la parte 1 
del diagnóstico y que pertenece a las respuestas del equipo 3. 
 
En cuando a la primera parte, relacionada con algebra lineal, se obtuvieron 
las siguientes respuestas: 
 






A continuación se muestran los resultados de dos de los equipos, dado que el 
tercero hizo algo similar:   
 
Ilustración 5. P1P1E2 
 
Todos los equipos pudieron llevar a cabo el producto de matrices propuesto, 
mostrando así que tenían un manejo del algoritmo para multiplicar matrices, al 
menos del tamaño dado. 
 
Pregunta 2: Encuentre una Matriz A, que cumpla que: 
 
Y, además:  
 
Ilustración 4 P1P1E1 
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Ilustración 6. P2P1E2 
 
Ilustración 7. P2P1E3 
 
En esta ocasión, solo uno de los equipos pudo comprender la pregunta y 
traducirla a un sistema de ecuaciones, mientras que los demás, dejaron el ejercicio 
en blanco, incluso uno de los equipos escribió “no es posible si en una de las 
matrices se desconocen los números que la forman” 
 
Queda entonces en evidencia una apropiación del producto de matrices al 
menos desde lo meramente procedimental, y ligado a matrices cuadradas. No hay 
una construcción sólida de la multiplicación de matrices, que establece que esta 
operación es posible siempre que el número de columnas de la primera matriz 






Pregunta 3: Sea la matriz  encuentre un vector no nulo 
tal que:  
𝐴𝑏 = 6𝑏 
 
 
Ilustración 8. P3P1E3 
 
Ilustración 9.P3P1E2 
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Ilustración 10. P3P1E1 
 
En esta pregunta, dos de los equipos lograron escribir un sistema de 
ecuaciones lineales al efectuar el producto, porque estaban familiarizados con la 
forma matricial de los sistemas lineales de dos ecuaciones y dos incógnitas, y luego 
pudieron resolverlo, no obstante, no se interpretó correctamente la solución 
obtenida. El otro equipo no efectúo el producto argumentando que no se podía 
multiplicar una matriz por un vector 
 
Nuevamente, hay una dificultad para comprender el producto de matrices de 
diferente tamaño, y además se presenta una dificultad de interpretación al obtener 
un resultado inesperado para los estudiantes, puesto que los interrogantes que 
dejaron al final en la igualdad 0 = 0 demuestran un grado de desconcierto que se 





solución única. No hay una comprensión completa entonces de lo que puede ocurrir 
al solucionar un sistema de ecuaciones lineales, donde puede haber solución única, 
infinitas soluciones o no haber solución. 
 
Pregunta 4: Argumente a cerca de la veracidad o falsedad del siguiente enunciado. 
“El producto de matrices es conmutativo para matrices cuadradas” 
 
 
Ilustración 11. P4P1E2 
 
Ilustración 12. P4P1E3 
En esta pregunta un equipo contexto de manera afirmativa basándose en el 
tamaño de las matrices, puesto que en ambos sentidos podía efectuarse a la 
multiplicación. Otro equipo contexto que no se verifica en general y argumentó 
utilizando un contra ejemplo y el tercer equipo no respondió. 
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El equipo que contesto de manera correcta utilizó un contra ejemplo válido, 
lo cual es frecuente en matemáticas para refutar enunciados generalizados, el 
equipo que expresó que la multiplicación de matrices es conmutativa dado que las 
matrices dadas eran de igual tamaño, muestra dificultades conceptuales, en tanto 
que una de las primeras observaciones que se hace sobre la multiplicación de 
matrices, es que no es conmutativa como pasa con el producto de números reales. 
Los estudiantes parecen creer que, al tratarse de una multiplicación, aunque no 
sea entre números reales, las propiedades que conocen siguen siendo válidas en 
el caso de las matrices. No hay pues una apropiación cabal nuevamente de la 
multiplicación de matrices, aunque se muestre dominio en los procedimientos para 
llevar a cabo la multiplicación de matrices. 
 
En cuanto a la segunda parte asociada a tópicos de aritmética modular, se 
presentaron las siguientes respuestas: 
 
Pregunta 1: Cómo explica que las 21 horas coincidían con las nueve de la noche 
utilizando el concepto de módulo. 
 
 






Ilustración 14. P1P2E2 
 
Ilustración 15. P1P2E3 
En esta pregunta uno sólo de los equipos, pudo relacionar el concepto definido con 
la situación propuesta y dar una respuesta acertada. los otros dos equipos, hicieron 
comentarios en los que no vinculaban el concepto. Se evidencia entonces un grado 
de comprensión elemental, a partir de la intuición sin un alto grado de 
argumentación, lo que es síntoma de que no se asocia la congruencia modular a 
situaciones donde claramente es aplicable dado su naturaleza cíclica. 
 




Utilice la expresión anterior y verifique ambos lados de la igualdad para: 
 
𝐴 = 14,   𝐵 = 17   𝑦   𝐶 = 5 
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Ilustración 16. P2P2E2 
 
Ilustración 17. P2P2E1 
 
Ilustración 18. P2P2E3 
En esta ocasión, los tres equipos pudieron llevar a cabo el procedimiento 
para verificar la suma solicitada, mostrando el mismo resultado en ambos sentidos 
del igual. 
 
Los equipos muestran aquí un dominio claro de los procedimientos para 
llevar a cabo una suma modular tanto si se pide sumar los números y luego reducir 
a módulo 5 el resultado obtenido, como si se pide reducir cada número antes de 






Pregunta 3: De manera análoga se puede expresar la multiplicación en cierto 




Determine el valor de x tal que:  
 
(2 ∗ 𝑋)𝑚𝑜𝑑 5 = 3  
 
 
Ilustración 19. P3P2E2 
 
En esta pregunta, solo uno de los equipos pudo encontrar el valor de x, 
probando para varios valores, mientras que los otros dos, no respondieron.  
 
Para el equipo que logró hallar el valor de x, valiéndose de varios ensayos 
antes de dar con la solución, vale decir que no evidencia el dominio de un 
procedimiento sistemático que lleve a la solución directamente, lo cual podría traer 
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problemas en casos donde la ecuación carezca de solución porque los ensayos no 
los llevaran nunca a una respuesta definitiva. 
 
Pregunta 4: El inverso modulo C de un número A, denotado 𝐴−1 , es aquel número 
entre 0 y C-1 que cumple que: 
(𝐴 ∗ 𝐴−1) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝐶 
 
Ilustración 20. P4P2E2 
Esta vez, uno de los tres equipos pudo hallar el inverso solicitado en el 
primer caso, pero ninguno pudo argumentar porque era imposible hallarlo en el 
segundo caso. 
 
Nuevamente el equipo que acierta, logra hacerlo mediante ensayo error, 
pero no logran establecer un procedimiento sistemático para resolver la ecuación 
y además, ninguno de los equipos logró establecer la condición fundamental para 
que exista el inverso de un número en módulo 26, esto es, que el número dado sea 






En general, se observa que los estudiantes cuando tienen que argumentar 
una idea o explicar un método de manera sistemática, se quedan en intuiciones 
con poca elaboración, esto es, manifiestan dificultades en el proceso de 
comunicación matemática, manifiestan carencias en lo que Duval (2004) denomina 
registros de representación o registros semióticos, que son claves para una 
comprensión cabal de algún contenido matemático. 
 
Hay además un mayor grado de domino en los procesos algorítmicos y las 
operaciones básicas, puesto que en los procesos algorítmicos y las operaciones 
no se evidencian mayores errores. 
 
En términos de la enseñanza para la comprensión, se propone que los 
estudiantes comprendan que es la criptografía, y como encriptar mensajes 
mediante la técnica del matemático Lester Hill, desarrollando comprensión no sólo 
de los conceptos definidos más adelante en los tópicos generativos, sino que, 
además, alcancen una mayor comprensión del lenguaje matemático al expresar 
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4.2. Análisis del proyecto final de síntesis 
 
A continuación, se presentan algunos de los desempeños de comprensión, 
desarrollados por los estudiantes, con observaciones puntuales a cerca de sus 
desarrollos en comparación con los resultados del análisis del diagnóstico. 
 
Durante el desarrollo de los desempeños de comprensión, se hizo necesario 
hacer aclaraciones puntuales a partir de los resultados del diagnóstico y de 
preguntas que surgían durante el trabajo por equipos de los estudiantes. 
 
En el primer punto, ninguno de los equipos tuvo inconvenientes al terminar 
el proceso de cifrado, luego de que se hizo una aclaración necesaria sobre la 
notación del proceso de conversión de las entradas de un vector a módulo 29, que 
no se aclaró en principio porque a juicio del maestro, resultaba muy intuitiva. Esto 
demuestra progresos en la comprensión, como demuestra uno de los equipos a 







Ilustración 21. Desempeño 2 
 
Aquí, se nota que superaron dificultades asociadas a la multiplicación de 
matrices de diferente tamaño, puesto que en el diagnóstico algunos argumentaban 
que no se podían multiplicar matrices y vectores. 
 
Respecto a la pregunta siguiente, que solicitaba diseñar el proceso paso a 
paso para descifrar un mensaje recibido conociendo la matriz llave, era necesario 
hallar el determinante de la matriz llave y expresarlo en módulo 29. Esta vez, hubo 
procesos de ensayo y error mediante los cuales los equipos consiguieron el 
resultado correcto, mostrando comprender el concepto de inverso en los enteros 
módulo n y el concepto de determinante, pero mostrando limitaciones en términos 
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de un método sistemático para determinarlo cuando exista o descartar su 
existencia. 
 
La puesta a prueba del procedimiento para descifrar los mensajes, al igual 
que el diseño del procedimiento para lograrlo, tuvo algunas dificultades, en tanto la 
descripción de la propuesta tenía un ejemplo de cifrado, pero no indicaba como 
realizar el descifrado y a medida que surgían las dudas, se hacían necesarios 
conceptos como el de matriz inversa o el de determinante lo cual condujo a los 
estudiantes al diseño del procedimiento solicitado con éxito, aunque no sin grandes 
tropiezos. Se deja como evidencia el trabajo de otro de los equipos. 
 
 






Ilustración 23. Desempeño 4 
 
Finalmente, el punto 5, presentó gran dificultad para los estudiantes en tanto 
que se les presentó la técnica de cifrado de Hill, con matrices cuadradas de orden 
dos, pero se les pedía realizar un proceso nuevo, de descifrar un mensaje 
interceptado, conociendo que la llave era una matriz cuadrada de orden tres y una 
parte del mensaje descencriptada.  
 
Solamente uno de los equipos intentó mediante una consulta, establecer un 
intento, que no llegó a presentar el método para descifrar cualquier otro mensaje 
interceptado en el futuro, a pesar que el equipo determinó una matriz llave 
siguiendo los elementos que lograron consultar como se ve a continuación. 
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Ilustración 24. Desempeño 5 
 
 






En resumen, hubo avances significativos con relación a las dificultades 
presentadas en la prueba diagnóstica, asociados a conceptos como el producto de 
matrices, o tópicos de aritmética modular como el cálculo de inversos 
multiplicativos. No obstante, sigue habiendo dificultades para diseñar 
procedimientos paso a paso para obtener resultados. 





5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES   
 
5.1. CONCLUSIONES   
 
La propuesta diseñada pudo llevarse a cabo en varias sesiones, con las 
actividades necesarias, iniciando con el diagnóstico y la presentación de la película. 
Luego, se presentó la propuesta a los estudiantes, con los respectivos desempeños 
de comprensión y a medida que iban intentando resolver los puntos propuestos, el 
maestro intervenía con explicaciones breves sobre conceptos necesarios que los 
estudiantes manifestaban no tener suficientemente claros, de esta manera, las 
intervenciones del maestro ocurrieron casi por demanda durante las sesiones de 
trabajo. 
 
En general, se puede decir que la presentación inicial de la película y el 
documental recomendado hizo que los estudiantes mostraran gran interés en 
aprender la temática, puesto que la segunda guerra mundial resultó ser un tema de 
gran interés para los estudiantes, que, en su mayoría, ignoraban el papel de las 
matemáticas en el transcurro de la guerra y de la figura de Alan Turing. En este 
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sentido, la sugerencia del enfoque EPC, diseñar una actividad de enganche que 
vincule los tópicos generativos con los intereses de los estudiantes tuvo un efecto 
positivo en tanto generó gran motivación para el aprendizaje. 
 
El diagnóstico inicial, mostró que efectivamente, hay una ligación entre la 
comprensión de los conceptos matemáticos y los procesos de comunicación 
alcanzados por los estudiantes, tal como lo sugirió Duval (2004), pues en efecto, 
los procesos de comunicación eran más limitados justo en aquellas preguntas 
donde los estudiantes presentaban dificultades de comprensión. 
 
En estos términos, el trabajo desarrollado por los estudiantes mostró en 
algunos equipos, una evolución en sus procesos de comunicación, al expresar de 
manera más clara sus ideas y procedimientos y además con una mayor fluidez. 
Esto, como consecuencia de la comprensión de los desempeños de comprensión 
que estaban llevando a cabo los equipos, pues como sostiene Faustino, Del Pozo, 
& Arrocha (2013).  la solución de problemas y la comprensión de los conceptos y 
fenómenos matemáticos está estrechamente relacionado al desarrollo de la 
interpretación de los enunciados desde los signos y desde el contexto. 
 
Comparando los resultados del proyecto de síntesis con el diagnóstico, se 
encontró que inicialmente los estudiantes tenían problemas para multiplicar 
matrices por vectores, pues consideraban que las matrices debían ser del mismo 




tamaño, se evidenció que ya en lo propuesto en el proyecto se mejoró la 
comprensión dado que lograron llevar a cabo los productos de las matrices llave 
por los vectores correspondientes a cadenas de texto, para poder realizar el cifrado, 
y análogamente, cuando fue necesario realizar el proceso inverso de descifrado. 
 
Uno de los momentos donde los equipos en general tuvieron mayores 
dificultades, se presentó al inicio, cuando la propuesta describe los pasos 
necesarios para cifrar un mensaje según el criptocifrado de Hill, pues de manera 
deliberada, la notación introducida no se definió, pero se diseñó de manera que 










Se hizo necesario entonces aclarar que la expresión operaba como una 
especie de “función” que tomaba el vector de la izquierda y lo trasformaba en el de 
la derecha, pasando sus componentes a módulo 29. 
 
Finalmente, en las conversiones con los estudiantes se evidencia 
comprensión de los procesos necesarios para operar en módulo 29, no obstante 
se presentaron dificultades para establecer inversos multiplicativos y/o para 
elaborar procedimientos sistemáticos para determinarlos, así como para describir 
paso a paso con una notación adecuada, el proceso para cifrar y descifrar un 
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mensaje mediante el criptocifrado de Hill, lo cual podría estar hablando de una 




Una de las dificultades que se observó durante el desarrollo de esta 
propuesta, fueron algunos vacíos conceptuales que los estudiantes manifestaron 
al inicio de la aplicación de la misma, motivo por el cual, se recomienda introducir 
dos sesiones previas, antes de los desempeños de comprensión para la nivelación 
en los tópicos necesarios para llevar a cabo este trabajo. 
 
En la primera sesión, puede entonces realizarse una explicación breve a 
cerca del concepto de grupo e introducir elementos como las tablas de Cayley, que 
permiten visualizar operaciones y propiedades rápidamente. Posterior a esto, 
discutir con los muchachos sobre el grupo de los enteros modulo n, haciendo 
énfasis en que la relación de congruencia módulo n, es una relación de 
equivalencia y mostrando las implicaciones que esto tiene. 
 
En la segunda sesión, se pueden hacer talleres sobre álgebra de matrices, 
abordando operaciones entre matrices, forma matricial de sistemas de ecuaciones 
lineales, determinantes e inversas de matrices. Incluyendo estas sesiones, previo 




a la aplicación de la situación problema de la propuesta de enseñanza, se 
minimizarían las dificultades mencionadas anteriormente, y se podrían diseñar 
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Ilustración 27. Anexo 2 
Propuesta de enseñanza para la comprensión del lenguaje algebraico, a partir de la 













Ilustración 29. Anexo 4 
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Ilustración 31. Anexo 6 
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A continuación, se presentan algunas preguntas acerca de operaciones con 
matrices y aritmética modular, en las que se pretende indagar por la comprensión 
conceptual y el dominio del proceso de comunicación matemática, asociado a estos 
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tópicos. Para su desarrollo, se conformarán tres equipos de tres estudiantes de 
manera libre. El cuestionario se divide en dos partes; la primera de ella consta de 
cuatro preguntas sobre álgebra lineal y la segunda consta de cuatro preguntas 
sobre aritmética modular. 
 
Parte 1: Algebra lineal 




2. Encuentre una Matriz A, que cumpla que: 
 
Y, además:  
 
 
3. Sea la matriz  encuentre un vector no nulo tal que:  
𝐴𝑏 = 6𝑏 
 
4. Argumente a cerca de la veracidad o falsedad del siguiente enunciado. 
 












Se dice que a es congruente con b módulo n, si n divide a la diferencia de a 
y b (con a, b y n enteros). Esto se denota: 
𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛   esto es,   𝑛|𝑎 − 𝑏  o lo que es lo mismo, existe un k entero, tal 
que: 𝑎 − 𝑏 = 𝑛𝑘 
Ejemplos: 
26 ≡ 11 𝑚𝑜𝑑 5 
 
1. Cómo explica que las 21 horas coincidían con las nueve de la noche utilizando 
el concepto de módulo. 
 




Utilice la expresión anterior y verifique ambos lados de la igualdad para: 
 
𝐴 = 14,   𝐵 = 17   𝑦   𝐶 = 5 
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Determine el valor de x tal que:  
 
(2 ∗ 𝑋)𝑚𝑜𝑑 5 = 3  
 
4. El inverso modulo C de un número A, denotado 𝐴−1 , es aquel número entre 0 
y C-1 que cumple que: 
 
(𝐴 ∗ 𝐴−1) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝐶 
 
• Determine el inverso para 7 en módulo 26. 
• Explique por qué no es posible hallar el inverso para 8 módulo 26 
 
